
อนุพนัธ์ บทที ่
Derivatives 2 

 
 อนุพนัธ์เป็นหวัขอ้เก่ียวกบัอตัราส่วนของการเปล่ียนแปลงของฟังกช์นั โดยทัว่ไปทุกอยา่ง
จะมีการเปล่ียนแปลงเกิดข้ึนอยูเ่สมอ และมีอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัเป็นเคร่ืองมือหลกัในกระบวนการ
เปล่ียนแปลงของส่ิงต่าง ๆ 
 
จุดมุ่งหมายการเรียนรู้ 
 1. เขา้ใจบทนิยามของอนุพนัธ์ 
 2. สามารถหาค่าอนุพนัธ์ได ้
 3. สามารถน าไปประยกุตใ์ชไ้ดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
 
2.1 บทนิยามของอนุพนัธ์ (Definition of derivative) 

 ก าหนดให ้ )(xf  เป็นฟังกช์นัซ่ึงมีกราฟดงัต่อไปน้ี 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่2.1 กราฟของอนุพนัธ์ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

จากรูป  x คือ ส่วนท่ีเปล่ียนของค่า x  ทางแกน x  จากค่า x  ไปเป็น xx   
  y  คือ ส่วนท่ีเปล่ียนของค่า y  ทางแกน y  จากค่า )(xf ไปเป็น )( xxf   
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 โดยส่วนท่ีเปล่ียนของ x  หรือ แกน y  เรียกวา่ค่าเพิ่ม (Increment) ซ่ึงอาจจะเป็นบวกหรือ

ลบก็ได ้
x

y




  คือ อตัราส่วนการเปล่ียนแปลงเฉล่ียของ f  เม่ือ x  เขา้ใกล ้0 แลว้อนุพนัธ์ของ f  

เทียบกบั x  เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ ดงัน้ี  

 
dx

dy , y , )(xf    และอนุพนัธ์ของ f  ท่ีจุด ax   เขียนแทนดว้ย )(af    หรือ 
axdx
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
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ถา้  )(xf    หาค่าไดแ้ลว้จะเรียก )(xf วา่ฟังกช์นัท่ีหาอนุพนัธ์ได ้(Differentiable function) 
 
ตัวอย่าง 2.1 ก าหนดให ้ 12  xy  ถา้ 3x   และ 2x  จงหา y  

วธีิท า   จาก  )()( xfxxfy   

           )2()23( ff   

           )2()5( ff   

           )12()15( 22   

           )14()125(   

           526   

           21  
 
ตัวอย่าง 2.2 ในการระเหยของสารเคมีชนิดหน่ึง พบว่าเม่ือเวลาผ่านไป x  นาที การระเหยของ
สารเคมีเท่ากบั 12  xx  มิลลิลิตร จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงเฉล่ียต่อนาทีของการระเหยของ
สารเม่ือเทียบกบัเวลาในช่วงเวลา 1 ถึง 4 นาที ในการระเหย 

วธีิท า ก าหนดใหก้ารระเหยของสารเคมี คือ 12  xxy   
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 ณ จุดเร่ิมตน้ในเวลา 1x  จะได ้ 314 x  และ 4 xx  

 จาก  )()( xfxxfy   
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           18     (คือ อตัราการเปล่ียนแปลงของการระเหยใน 3 นาที) 
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ดงันั้น อตัราการเปล่ียนแปลงเฉล่ียต่อนาที มีค่าเท่ากบั 6 มิลลิลิตรต่อนาที 
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ตัวอย่าง 2.4 จงหาอนุพนัธ์ของ   xxf 32)(       
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2.2 อนุพนัธ์ของฟังก์ชันพชีคณติ (Differentiation of algebraic functions) 

 ฟังก์ชนัพีชคณิต คือ ฟังก์ชนัท่ีนิยามเขียนอยูใ่นรูปของการบวก ลบ คูณ หาร ของตวัแปร
และตวัคงท่ี โดยการหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัของบางฟังก์ชนัท่ีมีหลาย ๆ เทอมประกอบกนัมาก ถา้
หาอนุพนัธ์โดยใช้นิยามในรูปลิมิตนั้นมีขั้นตอนมาก ดงันั้น จึงได้มีการสร้างสูตรท่ีใช้ส าหรับหา
อนุพนัธ์ของฟังกช์นัพีชคณิต ข้ึนมาโดยอาศยันิยามและทฤษฎีบทเก่ียวกบัลิมิต ดงัสูตรต่อไปน้ี 

- ก าหนดให ้ vu,  เป็นฟังกช์นัของ x  ท่ีหาอนุพนัธ์ได ้ 
โดยท่ี c  คือ ค่าคงท่ีใด ๆ และ n   เป็นจ านวนจริง 
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ตัวอย่าง 2.6 จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั 8975)( 234  xxxxf    
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ตัวอย่าง 2.8 จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั 34)( 2
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ตัวอย่าง 2.10 จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั 4
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2.3 อนุพนัธ์ของฟังก์ชันอดิศัย (Differentiation of transcendental functions) 
 ฟังกช์นัอดิศยั ไดแ้ก่ ฟังกช์นัเลขช้ีก าลงั (Exponential function) ฟังกช์นัลอการิทึม 
(Logarithm function) ฟังกช์นัตรีโกณมิติ (Trigonometric function) และฟังกช์นัตรีโกณมิติผกผนั 
(Inverse trigonometric function) 

 2.3.1 อนุพั น ธ์ของฟั งก์ ชัน เลข ช้ีก าลังและฟั งก์ ชันลอการิทึม  (Differentiation of 
exponential function and logarithm function) 
 การหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัเลขช้ีก าลงัและฟังกช์นัลอการิทึม จ าเป็นท่ีจะตอ้งทราบพื้นฐาน
เก่ียวกบัฟังกช์นัเลขช้ีก าลงัและฟังกช์นัลอการิทึม 

  1) ฟังกช์นัเลขช้ีก าลงั โดยมีบทนิยามดงัน้ี 
 นิยาม ถา้ให้ xa,  และ y  คือ จ านวนจริงใด ๆ ก าหนดฟังก์ชนัท่ีเขียนอยูใ่นรูป xaxf )(  
เรียกวา่เลขยกก าลงัโดยท่ี a  เป็นเลขฐาน และ x  เป็นฟังกช์นัเลขช้ีก าลงั โดยมีสมบติัฟังกช์นัเลขช้ี
ก าลงั ดงัน้ี 
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  2) ฟังก์ชันลอการิทึม เป็นฟังก์ชนัผกผนัของฟังก์ชันเลขช้ีก าลงั โดยมีบทนิยาม
ดงัน้ี 
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เลขช้ีก าลงั xaxf )(  โดยท่ี 0x , 0a  และ 1a   เรียก a  เป็นเลขฐานของฟังก์ชนั และเรียก 

xalog
 วา่ล็อค x  ฐาน a  โดยมีสมบติัฟังกช์นัลอการิทึมดงัน้ี 

   1.    01log a  

   2.    1log aa  

   3.    yxxy aaa logloglog   

   4.    yx
y

x
aaa logloglog   

   5.    xnx a
n

a loglog    โดยท่ี n  คือจ านวนจริง 

   6.   
y

x
x

a

a
y

log

log
log   

   7.   xa
xa 

log   

   8.   nn xx )(loglog   

 

และ ln  คือ log  ฐาน e  เขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ elog  

 

 

 

 

 



บทที่  2  อนุพันธ์  | 73 

 Calculus 1 
 

ถา้ก าหนดให ้ vu,  เป็นฟังกช์นัของ x  ท่ีหาอนุพนัธ์ได ้ 0)( xu , 0a  และ 1a  
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2.3.2 อนุพนัธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Differentiation of trigonometric function)   
มีบทนิยามและทฤษฎีบทต่าง ๆ ท่ีเป็นพื้นฐาน ดงัน้ี 

 นิยาม ให้   เป็นจ านวนจริงใด ๆ ก าหนด   คือ การวดัของมุมในรูปหน่วยของเรเดียน 
(Radian) โดยเร่ิมวดัจากแนวแกน x  ท่ีเป็นบวก ณ จุด (1, 0) ไปยงัจุด ),( yxP  ในทิศทางทวนเข็ม
นาฬิกา 0   ดงัรูป     
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รูปที ่2.3 ตรีโกณมิติกบัสามเหล่ียมมุมฉาก 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

  

 

 

  

 
 
 
 

รูปที ่2.2 ความสัมพนัธ์จตุภาคและตรีโกณมิติ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
และ   มีหน่วยเป็น เรเดียน ซ่ึง 180  
 จากรูป   cosrx   และ  sinry    

โดยค่า  11  x  และ 11  y          
 

ความสัมพนัธ์ของฟังกช์นัตรีโกณมิติกบัสามเหล่ียมมุมฉาก 
sin    =     ดา้นตรงขา้มมุม      =    BC 

     ดา้นตรงขา้มมุมฉาก      AB 

cos    =     ดา้นประชิดมุม      =    AC 
     ดา้นตรงขา้มมุมฉาก      AB 

tan    =     ดา้นตรงขา้มมุม      =    BC 
        ดา้นประชิดมุม            AC 

หรือ  tan    =     sin    
        cos   

90  

(0, -1) 

(0, 1) 

(-1, 0) 

P(x, y)  

(1, 0) 
x 

y 

0  180  

270

  



 
A 

B 

C 
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 eccos   คือ ส่วนกลบัของ  sin   หรือ eccos   =   AB 
          BC 

sec   คือ ส่วนกลบัของ  cos   หรือ sec   =   AB 
              AC 

cot   คือ ส่วนกลบัของ  tan   หรือ tan   =   AC 
              BC 

หรือ  cot    =     cos  
         sin  
 
ตารางที ่2.1 แสดงค่าของฟังกช์นัตรีโกณมิติมุมพื้นฐาน 

  0  
30
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
 45

4



 60

6



 90
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 180  

270
2

3



 3602   

sin  0  
2

1
 

2

2
 

2

3
 1  0  1  0  

cos  1  
2

3
 

2

2
 

2

1
 0  1  0  1  

tan  0  
3

1
 1  3    0    0  

 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 
สูตรฟังก์ชันตรีโกณมิติเบื้องต้น 

 1cossin 22    
  sin)sin(   ,  cos)cos(   

  sincoscossin)sin(   

  sinsincoscos)cos(   

 





tantan1

tantan
)tan(




  

  cossin22sin   
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  sin)2sin(   ,  cos)2cos(   
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  22 tan1sec    
 
ถา้ก าหนดให ้u  เป็นฟังกช์นัของ x  ท่ีหาอนุพนัธ์ได ้ 
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dx

du
uu

dx

d
cossin     

   2.   
dx

du
uu

dx

d
sincos     

   3.   
dx

du
uu

dx

d 2sectan   

   4.   
dx

du
uecu

dx

d 2coscot   

   5.   
dx

du
uuu

dx

d
tansecsec   

   6.   
dx

du
uecuecu

dx

d
cotcoscos   
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 2.3.3 อนุพันธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน (Differentiation of inverse trigonometric 
function) มีบทนิยามและทฤษฎีบทต่าง ๆ ท่ีเป็นพื้นฐาน ดงัน้ี 
 ถ้าก าหนดให้ yx sin  ฟังก์ชันผกผนัเขียนแทนด้วย xy arcsin  หรือ xy 1sin  , 
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2.4 อนุพนัธ์เชิงลอการิทมึ (Logarithmic differentiation) 
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x
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x

x
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)ln(sinsincoscot
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)(sin 2cos
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ตัวอย่าง 2.46 ก าหนดให ้ 
2

lnarctan

x

xx
y   จงหา  

dx

dy  

วธีิท า ใส่ ln  ทั้ง 2 ขา้งของสมการ และใชคุ้ณสมบติัเบ้ืองตน้ของลอการิทึม   

   









2

lnarctan
lnln

x

xx
y   

            2ln)lnln(arctan xxx   

            2ln)ln(ln)ln(arctan xxx   

            xxx ln2)ln(ln)ln(arctan   

 หาอนุพนัธ์เทียบ x  ทั้ง 2 ขา้ง 

   xxx
dx

d
y

dx

d
ln2)ln(ln)ln(arctan)(ln    

        









xdx

xd

xdx

xd
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xxxxx
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
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xxxxx
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











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
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xxxxx
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dx
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ln

1

arctan)1(

1
2

  

 จากโจทย ์
2

lnarctan

x

xx
y   

  ดงันั้น    












xxxxxx

xx

dx

dy 2
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1

arctan)1(

1lnarctan
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xx

xx
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xx

xxx

xx
2222
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lnarctan

arctan)1(
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


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รูปที ่2.4 ฟังกช์นัประกอบ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท์ (2564)  

(2564) 

                      
3222

lnarctan2arctan

)1(

ln

x

xx

xx

x

xx

x

dx

dy



  

                               
3324

lnarctan2arctanln

x

xx

x

x

xx

x



  

                                 
324

lnarctan2arctanln

x

xxx

xx

x 



  

 

2.5 กฎลูกโซ่ (The chain rule) 
 ถา้ฟังกช์นั f และ g  หาอนุพนัธ์ได ้และ gfF   เป็นฟังกช์นัประกอบ ซ่ึงก าหนดโดย  

))(())(()( xgfxgfxF    แลว้ฟังกช์นั F  หาอนุพนัธ์ไดท่ี้ x  และ )())(()( xgxgfxF   
 

ถา้ก าหนด )(ufy  และ )(xgu  ซ่ึงสามารถหาอนุพนัธ์ได ้และ 
dx

dy หาค่าได ้แลว้  
 
 
 

    
du

dy
   

dx

du
 

 
 

 
 เป็นการหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัประกอบของฟังกช์นัท่ีมากกวา่ 2 ฟังกช์นัข้ึนไป โดยการ
เพิ่มกฎลูกโซ่ต่อ เพื่อหาอนุพนัธ์ได ้

dx

du

du

dy

dx

dy
  

 

เช่น ถา้ก าหนด )(ufy  และ )(xgu  และ )(thx  ซ่ึงสามารถหาอนุพนัธ์ได ้แลว้  

 
 

    
du

dy       
dx

du           
dt

dx  

 

y  u  x
 

 
 

y  u
 

x  

 

 

t  

 

 

 

รูปที ่2.5 อนุพนัธ์ของฟังกช์นัประกอบ 3 ฟังกช์นั 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 



96 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์  
 

แคลคูลสั 1  
 

สามารถเขียนอยูใ่นรูปอนุพนัธ์ของฟังกช์นัประกอบได ้คือ 

dt

dx

dx

du

du

dy

dx

dy
  

 

ตัวอย่าง 2.47 ก าหนดให ้ 322  uuy  และ 12  xu  จงหา 
dx

dy
 

วธีิท า        จากกฎลูกโซ่    
dx

du

du

dy

dx

dy
      

              
dx

xd

du

uud )12()32( 2 
   

              )2()22(  u   

              44  u    จากโจทย ์     12  xu    

              4)12(4  x
dx

dy   

              448  x   

      ดงันั้น    x
dx

dy
8  

 

ตัวอย่าง 2.48 ถา้ 2xy   และ 13 2  tx  จงหา 
dt

dy เม่ือ 1t  

วธีิท า        จากกฎลูกโซ่    
dt

dx

dx

dy

dt

dy
      

                     
dt

td

dx

xd

dt

dy 13)( 22 
   

              
dt

td

t
x

)13(

132

1
)2(

2

2




   

              )6(
13

1

2
t

t
x


   

              
13

6

2 


t

xt   จากโจทย ์     13 2  tx    
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13

)13(6

2

2






t
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dt

dy   

              t6   
             )1(6

1


tdt

dy   

              6   
               ดงันั้น   6

1


tdt

dy  

        

ตัวอย่าง 2.49 ก าหนดให ้
12

2




u

u
y  และ xu sin  จงหา 

dx

dy  เม่ือ 0x
 

วธีิท า        จากกฎลูกโซ่    
dx

du

du

dy

dx

dy
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dx
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ตัวอย่าง 2.50 ก าหนดให้ uey   , tu ln   และ xt arctan  จงหา 
dx

dy
 

วธีิท า        จากกฎลูกโซ่    
dx

dt

dt

du

du

dy

dx

dy
      

              
dx

xd

dt
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du

ed u )(arctan)(ln)(
   
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e u
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1
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


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
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xxx

e
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
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2.6 อนุพนัธ์ของฟังก์ชันโดยปริยาย (Implicit differentiation) 
 ถ้าฟังก์ชันหน่ึงท่ีเขียนอยู่ในรูปสมการโดยแสดงความสัมพนัธ์ของตวัแปร x  และ y  
โดยรวมกันอยู่ ไม่ได้แยกแสดงออกจากกันอย่างชัดเจน คือ ฟังก์ชันท่ี เขียนอยู่ในรูปแบบ 

0),( yxF  เช่น 0252 2  yxxyxy  จะเรียกฟังก์ชนัน้ีว่าฟังก์ชันไม่ชดัแจง้หรือฟังก์ชัน
โดยปริยาย (Implicit function) 

 การหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัโดยปริยายน้ี ท าไดโ้ดยการหาอนุพนัธ์ของแต่ละพจน์ทั้งหมดท่ี
อยูใ่นสมการ โดยท่ี y  เป็นฟังก์ชนัของ x  แลว้จึงท าการแกส้มการทางคณิตศาสตร์โดยปกติทัว่ไป 

เพื่อหาค่า 
dx

dy  
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ตัวอย่าง 2.51 ก าหนดให้ 0522  yxxyxy    จงหา 
dx

dy  ท่ีจุด (1, 0) 

วธีิท า       หาอนุพนัธ์เทียบ x  ของแต่ละพจน์ 
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dx
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ดึงตวัร่วม 
dx

dy จากดา้นซา้ยมือของสมการ 

52)122( 2  yyxxy
dx

dy  
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
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xxy
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dx

dy  ท่ีจุด (1, 0) คือ การแทนค่า x  = 1 และ y  = 0  
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ตัวอย่าง 2.52 ก าหนดให้ 01ln  yyx    จงหา 
dx

dy  ท่ีจุด (4, 1) 

วธีิท า       หาอนุพนัธ์เทียบ x  ของแต่ละพจน์ 
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dx
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ตัวอย่าง 2.53 ก าหนดให ้ 1sincos  xeye yx    จงหา 
dx

dy  

วธีิท า       หาอนุพนัธ์เทียบ x  ของแต่ละพจน์ 
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ตัวอย่าง 2.54 ก าหนดให ้ xyxx 12 tan)sin(     จงหา 
dx

dy  

วธีิท า       หาอนุพนัธ์เทียบ x  ของแต่ละพจน์ 
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ตัวอย่าง 2.55 ก าหนดให ้ 5)sin(ln  xyxe y     จงหา  
dx

dy     

วธีิท า       หาอนุพนัธ์เทียบ x  ของแต่ละพจน์ 

                                                                 )5()sin(ln
dx

d
xyxe

dx

d y   

0)()sin(ln)sin(ln)( 
















 y

dx

d
xx

dx

d
yee

dx

d
x yy  

0)sin(ln)(ln)cos(ln)()( 
dx

dy
xx

dx

d
xyey

dx

d
ex yy  

                    0)sin(ln
1

)cos(ln 
dx

dy
x

x
xye

dx

dy
xe yy  

                                                                                yy ex
x

y

dx

dy
x

dx

dy
xe  )cos(ln)sin(ln  

ดึงตวัร่วม 
dx

dy จากดา้นซา้ยมือของสมการ 
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             yy ex
x

y
xxe

dx

dy
 )cos(ln)sin(ln  

       
)sin(ln

)cos(ln

xxe

ex
x

y

dx

dy
y

y





  

               










 y

y
ex

x

y

xxe
)cos(ln

)sin(ln

1  

                
)sin(ln))sin(ln(

)cos(ln

xxe

e

xxex

xy
y

y

y 



  

                        
)sin(ln)sin(ln

)cos(ln
2 xxe

e

xxex

xy

dx

dy
y

y

y 



  

 

2.7 อนุพนัธ์อนัดับสูง (Derivative of higher order) 
ถา้ฟังกช์นั )(xfy   เป็นฟังกช์นัท่ีหาอนุพนัธ์ โดยอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง คือ y หรือ 

)(xf   โดยสามารถหาอนุพนัธ์อนัดบัต่อไปเป็นอนัดบัท่ีสองได ้เขียนแทนดว้ย 

y    หรือ  )(xf   หรือ 
2

2

dx

yd  หรือ 
2

2 )(

dx

xfd  

และอนุพนัธ์อนัดบัท่ีสูงกวา่ ผลลพัธ์จากการหาอนุพนัธ์ n  คร้ัง เขียนแทนไดด้ว้ย  

)(ny   หรือ  )()( xf n  หรือ 
)(

)(

n

n

dx

yd  หรือ 
)(

)( )(
n

n

dx

xfd  

 
ตัวอย่าง 2.56 ก าหนดให ้ 1353 24  xxxy  จงหา  y      

วธีิท า         31012 3  xxy  

    1036 2  xy  

    xy 72  
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ตัวอย่าง 2.57 ก าหนดให ้ xxxy logln   จงหา y      

วธีิท า         )(log
1

)(ln)(ln x
dx

d
e

x
x

dx

d
xx

dx

d
xy 








  

        e
x

xx
dx

d

x
x log

1
ln)(

1









  

        
x

e
x

log
ln1   

        1lnlog1   xex  

                 1lnlog1   xex
dx

d
y  

        
x

ex
1

log)1( 2    

        
xx

e 1log
2
  

        
2

log1

x

e

x
  

 

ตัวอย่าง 2.58 ก าหนดให้ 0522  yxyx  จงหา 
dx

dy  และ 
2

2

dx

yd  ณ จุด )1,1(   

วธีิท า           หาอนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงเทียบ x  ของแต่ละพจน์ 

                                   )0(522

dx

d
yxyx

dx

d
  

      022  y
dx

d
yx

dx

d
yy

dx

d
xx  

                      022 
dx

dy
yy

dx

dy
xx  

                                                 yx
dx

dy
y

dx

dy
x  22  
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ดึงตวัร่วม 
dx

dy จากดา้นซา้ยมือของสมการ 

                                yxyx
dx

dy
 22  

            
yx

yx

dx

dy

2

2




   

dx

dy  ณ จุด )1,1(   คือ การแทนค่า 1x  และ 1y   

  ดงันั้น    
)1(2)1(

)1()1(2

)1,1( 




dx

dy  

         
2)1(

12






 

         3  

หาอนุพนัธ์อนัดบัสองเทียบ x   

             
22

2

)2(

)2()2()2()2(

yx

yx
dx

d
yxyx

dx

d
yx

dx

yd





  

 
22

2

)2(

)21)(2()2)(2(

yx

dx

dy
yx

dx

dy
yx

dx

yd





  

2

2

dx

yd  ท่ีจุด )1,1(  คือ การแทนค่า 1x , 1y  และ 3
)1,1(


dx

dy   

  ดงันั้น     
 2

)1,1(

2

2

)1(2)1(

)3(21)1()1(2)32()1(2)1(







dx

yd  

        
 

 221

61)12()5)(21(






 

        
 

 21

53)5(1 


 

        
1

155


 

        10
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ตัวอย่าง 2.59 ก าหนดให ้ 1 xey x   จงหา  )(ny     

วธีิท า          11)1(  xey x  

         2 xex  

    12)2(  xey x  

        32  xex  

               13)3(2  xey x  

        46  xex  

             14)4( )4(6  xey x  

        524  xex  

      

เขียนใหอ้ยูใ่นรูปล าดบั n  

เม่ือก าหนดให ้ 1n  ของอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 1  
      11112 1)1(   xexey xx  

เม่ือก าหนดให ้ 2n  ของอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 2  
      12123 21)1(2   xexey xx  

เม่ือก าหนดให ้ 3n  ของอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 3  
      13134 321)1(6   xexey xx  

เม่ือก าหนดให ้ 4n  ของอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 4  
                 14145)4( 4321)1(24   xexey xx  

      

  ดงันั้น            )1(1)( !)1(  nnxn xney  โดยท่ี nn  ...321!  
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 ในการหลกัการทางฟิสิกส์ ถา้ )(tfs   เป็นฟังกช์นัระยะทางท่ีวตัถุเคล่ือนท่ีในเวลา t การ

หาความเร็ว v  จะไดจ้ากอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 1 ของ s  เม่ือเทียบกบั t  หรือ 
dt

ds
v   และการหา

ความเร่ง a  ของวตัถุท่ีเวลา  t  จะไดจ้ากอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 2 คือ 
2

2

dt

sd
a   

ตัวอย่าง 2.60 ถา้กล่องใบหน่ึงถูกลากใหเ้คล่ือนท่ีในแนวเส้นตรง ttts 10
2

3

3

1 23    จงหา

ความเร่ง a  ณ จุดท่ีความเร็ว 0v  

วธีิท า                   ความเร็ว 
dt

ds
v   

       







 ttt

dt

d
10

2

3

3

1 23            

       10)2(
2

3
)3(

3

1 1213   tt      

      1032  tt  

ณ จุดท่ีความเร็ว 0v  

          01032  tt  

         0)2)(5(  tt  
  5,2t  

                  ความเร่ง 
dt

dv

dt

sd
a 

2

2

  

                1032  tt
dt

d  

               32  ta  

เม่ือ 2t  7343)2(2 a  

เม่ือ 5t  73103)5(2 a  

 ดงันั้น   ความเร่ง a  ณ จุดท่ีความเร็ว 0v  คือ 7,7  
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บทสรุป 
 การหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัสามารถหาไดโ้ดยใช้บทนิยามของอนุพนัธ์ เพื่อหาอตัราส่วน
ของการเปล่ียนแปลงของฟังก์ชนัท่ีมีการเปล่ียนแปลงเกิดข้ึนอยู่เสมอ ทั้งยงัมีอนุพนัธ์ของฟังก์ชนั
ต่าง ๆ คือ อนุพนัธ์ของฟังกช์นัพีชคณิต อนุพนัธ์ของฟังกช์นัอดิศยั อนุพนัธ์เชิงลอการิทึม กฎลูกโซ่
หรืออนุพนัธ์ของฟังก์ชนัประกอบ อนุพนัธ์ของฟังก์ชนัโดยปริยาย และอนุพนัธ์อนัดบัสูง ซ่ึงจะมี
ทฤษฎีบทของการหาอนุพนัธ์ช่วยในการหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนั รวมทั้งการจดัผลเฉลยใหอ้ยูใ่นรูป
ท่ีถูกตอ้ง 
 
แบบฝึกหัดท้ายบทที ่2 

1. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

 1.1    35)(  xxf    1.2    52)( 2  xxf      

 1.3    3)( 2  xxxf       1.4    xxf  7)(      

 1.5    )3()(  xxxf        1.6    
x

xf
1

)(       

 1.7    
1

2
)(




x
xf        1.8    

x

x
xf




5
)(      

 1.9    2)3()(  xxf        1.10  
1

)(
2

2




x

x
xf    

 1.11  3)( 2  xxf    1.12  )2)(1()(  xxxxf    

 1.13  72)( 2  xxxf    1.14  1)(  xxxf    

 1.15  )3()( 2  xxxf    1.16  
x

xf
5

)(     

 1.17 ก าหนดให้  3)(  xxf   จงหาอนุพนัธ์ของ  )3(f    

 1.18 ก าหนดให ้ 13)( 2  xxxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )3(f     
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 1.19 ก าหนดให้ x
x

xf 
1

)(   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f      

 1.20 ก าหนดให้ 2)1()( xxf    จงหาอนุพนัธ์ของ )2(f       

 1.21 ก าหนดให้  
x

x
xf




1
)(   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f     

 1.22 ก าหนดให้ xxxf )(   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f     

 1.23 ก าหนดให้ )7)(5()(  xxxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )4(f     

 1.24 ก าหนดให้ )3()( 2  xxxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f     

 1.25 ก าหนดให้ 
x

x
xf

21
)(


   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f    

   
2. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      

 2.1    5)72()( xxf      2.2    3)( 2  xxf          

 2.3    3 2 43)(  xxf        2.4    
4

23

1
)( 












x
xf         

 2.5    )25)(1()( 2  xxxf        2.6   )23()3()( 22  xxxf     

 2.7  )7)(2)(23()(  xxxxf   2.8  
3

17
)(

2 




x

x
xf      

 2.9  
3

38

7
)( 














x

x
xf       

 2.10 ก าหนดให้ 3 2 14)(  xxxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f      

 2.11 ก าหนดให้  2)8()(  xxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )9(f      

 2.12 ก าหนดให้ )3)(23()( 2  xxxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f     
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 2.13 ก าหนดให้ 
6

4
)(

2 


x
xf   จงหาอนุพนัธ์ของ )9(f     

 2.14 ก าหนดให้ 
x

x
xf

31

3
)(




   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f     

 2.15 ก าหนดให้ 
2

3

9

3
)(

x

x
xf




   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f    

 
3. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      
 3.1    xeey      3.2    x

y 66      

 3.3    xxy log        3.4   xx ey 23

5       

 3.5    )3(2 2

)3(  xxy       3.6   xx ey log5     

 3.7    )ln(log xy     3.8   1log  xxy    

 3.9    2ln2 xxey     3.10  )log( xxey     

 3.11 ก าหนดให้ ))25ln(ln()(  xxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f      

 3.12 ก าหนดให้ 52
3 )13(log)(  xxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f      

 3.13 ก าหนดให้  
2

1
)(

2 




x

x

e

e
xf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f      

 3.14 ก าหนดให้ 
1

)3(
log)(

2






x

xx
xf   จงหาอนุพนัธ์ของ )1(f     

 3.15 ก าหนดให้ 
4

3

ln)(
x

xx
xf    จงหาอนุพนัธ์ของ )2(f    

 
4. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      
 4.1    22 tan2sin xxy    4.2    )(coslog2)log(sin xey x       

 4.3    


















6
cos

6
cos3 xx

y   4.4    xxy cossin       
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 4.5    )coscos(tan xy    4.6    42 )tan1( xy        

 4.7    
x

x
y

2

sec
     4.8   )(coscos 2 xecy       

 4.9    )ln(sin5 xy     4.10    xy sin1tan       

 4.11    xxxy 32 cossin2    4.12    
x

x
y

cos1

cos1




      

 4.13 ก าหนดให้ )3ln(sin)( 2 xxf    จงหาอนุพนัธ์ของ 









12


f     

 4.14 ก าหนดให้ )1cos()( 2  xexxf   จงหาอนุพนัธ์ของ )0(f   

 4.15 ก าหนดให้ 
1sin2

cos
)(




x

x
xf   จงหาอนุพนัธ์ของ  0f      

  
5. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      
 5.1    )(sin 21 xey     5.2    )arccos(sin)( xxf       

 5.3    







 

3
tan 1 x

y        5.4    41 )(cot)( xxf       

 5.5    xarcey 2sec        5.6    )(lntan)( 13 xxxf       

 5.7    









x
y

1
arccos        5.8    xecxxf 11 cossec)(       

 5.9    xxy 1tanlog        5.10  
x

x
xf

1cot
)(



    

 5.11   )(tansinln 1 xy    5.12  
x

x
xf

1tan
)(



    

 5.13  xxy 1cot      

 5.14 ก าหนดให้ 











 

2

1
tan)( 1

x

x
xf  จงหา )1(f     
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 5.15 ก าหนดให้ 












 

2
cos)(

2
1 x

xxf  จงหา )0(f   

  
6. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

 6.1    
53

4

)92(

7)15(






xx

xx
y   6.2    3 3433 144)42( xxxy       

 6.3    
x

x

x

xe
y

sin
        6.4    

2

11

1

cossin

x

xx
y






     

 6.5    
)4)(3(

)2)(1(






xx

xx
y       6.6    xexy x 332 tan      

 6.7    
232

2

)1()1(

5cos




xx

xx
y       6.8    

1

sin 24




x

xx
y      

 
7. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      

 7.1 ก าหนดให้  132  tty  และ 32  xt   จงหา 
dx

dy เม่ือ 1x     

 7.2 ก าหนดให้  2uy   และ 
1

1






x

x
u  จงหา 

dx

dy    เม่ือ 0x  

 7.3 ก าหนดให้  xy ln   และ tex   จงหา 
dt

dy           

 7.4 ก าหนดให ้ 
2

2

1

1

x

x
y




  และ tx    จงหา 

dt

dy   

 7.5 ก าหนดให้  23 2  uy  และ 
1

1




x
u  จงหา 

dx

dy         

 7.6 ก าหนดให ้ 
1

1






u

u
y  และ 2xu    จงหา 

dx

dy   เม่ือ 2x  

 7.7 ก าหนดให ้ 
1

2






u

u
y  , 2)13(  su และ 321 ts    จงหา 

dt

dy   เม่ือ 1t   

 7.8 ก าหนดให้  23 uuy   และ xxu  24  จงหา 
dx

dy  เม่ือ 3x          

 7.9 ก าหนดให ้ uy   , )23( vvu   และ 
2xv    จงหา 

dx

dy   เม่ือ 1x   
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8. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      

 8.1 ก าหนดให้ 052  xyxy   จงหา 
dx

dy     

 8.2 ก าหนดให้ 02222  yxyxxy   จงหา 
dx

dy      

 8.3 ก าหนดให ้ 0tansin 1   xyx   จงหา 
dx

dy   เม่ือ )0,1(),( yx     

 8.4 ก าหนดให้ 0cos  xy yexe   จงหา 
dx

dy เม่ือ )1,0(),( yx            

 8.5 ก าหนดให้ 0cosln  yyx   จงหา 
dx

dy  เม่ือ )1,1(),( yx          

9. จงหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี      
 9.1 ก าหนดให้ 12  xxy  จงหา  y    

 9.2 ก าหนดให้  32 )1()(  xxf   จงหา  )()4( xf  

 9.3 ก าหนดให้  tettr 22

1

5)(    จงหา  )(tr    

 9.4 ก าหนดให ้ xxxu 5ln2cos)(     จงหา  )(xu     

 9.5 ก าหนดให้ 23sin xxxy   จงหา  )(xy    

 9.6 ก าหนดให้ 1sin 2  xxy   จงหา  
2

2

dx

yd   ท่ี 0x  

 9.7 ก าหนดให้ 022  yxyx  จงหา  
2

2

dx

yd  ท่ี 0x  

 9.8 จงหา )()12( xf  เม่ือ xxf sin)(   

 9.9 จงหา )()( xf n  เม่ือ 
12

1
)(




x
xf  

 9.10 จงหา )()( xf n  เม่ือ xxexf )(  
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